“ THEOREME DE GAUSS H

L. THEOREME DE GAUSS
Le théoréme de Gauss exprime le lien entre les sources et le champ. Le flux Qexr
du champ électrostatique a travers une surface fermée (Z), délimitant un

volume 7, est égal a la charge Q;, contenue a I’intérieur de cette surface
divisée par ¢, .

O

&,

: ()

Théoréme de Gauss : Soit S une surface fermée. CﬂDE" -dS. =
z

IL THEOREME DE GAUSS POUR LA GRAVITATION

On a vu que les résultats pour le champ électrostatique peuvent étre généralisés au champ gravitationnel en
utilisant I’analogie suivante :

charge — masse
1

4re,

E— A

- -G

On en déduit donc le théoréme de Gauss pour la gravitation : ext
Le flux du champ gravitationnel a travers une surface fermée (Z), délimitant un

volume 7, est relié a la masse M,,, contenue a I’intérieur de cette surface.

Théoréme de Gauss pour la gravitation : Soit S une surface fermée.
p4-dS.. =—4zGMm,,
z

(2)

IIL PROPRIETES DU CHAMP ELECTROSTATIOQOUE DANS UNE REGION VIDE
DE CHARGES

Dans une région vide de charges, le théoréme de Gauss s’écrit pour une surface fermée S':

F.d5. = 9u .
qg‘SEdS(, - 0

Dans une région vide de charges :
e Le champ électrostatique est a flux conservatif.

e Pour toute surface fermée (), le flux sortant du champ électrostatique est nul : #E dSw =0
z

e Lefluxde E estle méme a travers toute section d’un méme tube de champ.

e Le potentiel /' ne peut pas avoir d’extremum (théoréme de 1’extremum). On ne peut donc pas piéger une
particule soumise uniquement a un champ électrostatique puisqu’on ne peut pas avoir d’équilibre stable
(I’énergie potentielle d’une charge ponctuelle est £, =gV ).

Démonstration par I’absurde :
Dans une région vide de charges, supposons que le potentiel soit maximum en un

point 4 de I’espace.
Soit (Z) une surface au voisinage de A. .’a

Les lignes de champ sont dirigées dans le sens des potentiels décroissants.
Le flux sortant de S est donc positif car les lignes de champ divergent a partir de 4

Or O, = 0. D’aprés le théoréme de Gauss, il est impossible d’avoir #E -dSw >0 et Oy = 0.
z
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IV. METHODES DE CALCUL DU CHAMP ET POTENTIEL ELECTROSTATIQUE
POUR UNE DISTRIBUTION DE CHARGES

IV.1 Méthodes de calcul

a) Calcul du champ puis on en déduit le potentiel
e Calcul direct : prévoir la direction du champ avec les plans de symétrie ou d’antisymétrie. Ecrire la
dg P dg KM
drg, KM* " dne, KM’

loi de Coulomb: |dE =

, projeter et intégrer.

e  Utiliser I’équation de Maxwell-Gauss divE=~ (voir cours de deuxiéme année)

&

e  Utiliser le |thé0réme de Gauss|. Cette méthode donne des résultats simples pour des distributions
hautement symétriques. Elle se fait en 3 étapes: |recherche des plans de symétrie 0u|
|d’antisymétrie, recherche des invariances et application du théoréme de Gauss| (la surface de
Gauss est par exemple un cylindre de hauteur /4, une sphére, un parallélépipéde...).

On en déduit directement le potentiel en intégrant la relation dV = —E-di.

b) Calcul du potentiel puis on en déduit le champ

e Calcul a partir du potentiel donné par la loi de Coulomb: |dV = _da avec
e, KM
dg = pdz ou odS ou Ad/ . Intégrer pour en déduire le potentiel V.
ATTENTION : Cette méthode n’est pas valable s’il y a des charges a I’infini.
On en déduit le champ a partir de la relation E= —@V .
e Kquation de Poisson : |AV :—gﬁ. L’intégrer et en déduire le champ. (voir cours de deuxieme
0

année).

IV.2 Propriétés admi

e  Pour une distribution volumique, V et E sont définis et continus en tout point de I’espace.
e Pour une distribution surfacique, E est discontinu a la traversée de la surface de distribution.

E,—E="j

0

12|

Le potentiel V est continu en tout point de I’espace pour une distribution surfacique.

e Pour une distribution linéique, Vet E ne sont pas définis sur la distribution.
Il ne faut pas oublier que les distributions surfaciques et linéiques sont des modélisations et donc une
approximation Il ne faut pas étre surpris d’avoir des résultats qui divergent.

_LV.3 Choix dela constante pour I¢ potentiel

Pour une distribution finie, on doit choisir V(oo) =0

Par contre, pour une distribution infinie, on ne peut pas choisir V(oo):O. Lire I’énoncé qui impose

arbitrairement un potentiel de référence.

V. PLAN DE SYMETRIE ET PLAN D’ANTISYMETRIE

E(M) E(M)

M/ M/

(7[* ) = plan de symétrie ( 7[’) = plan d'antisymétrie

M"\ M

E(M") sym( (M)) E(M')=-sym E(M))
V(M'):V V

\_/D'jl
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VL EXEMPLES

I:I] C] ¥4 -[ I3 l I3

Voir chapitre sur le Champ électrostatique.

V1.2 Disque de surface S

Voir chapitre sur le Champ électrostatique.

On considére un cylindre illimité de rayon R uniformément chargé en surface. On

appelle o la densité surfacique de charges.

a) Calcul du champ électrostatique

o Lesplans P=(M,i,,i,) et Q=(M,i, ) sont des plans de symétrie h

pour les charges, sources du champ, donc E(M)e(PNQ), soit E //

u. .

»

e Ladistribution D de charges est invariante par rotation d’angle & et par

translation d’axe Oz, donc E aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas

de O etz. Bilan :

EzE(r)iiy.

e Théoréeme de Gauss appliqué a surface fermée (2) : cylindre de hauteur 4 passant par M et de

rayon . P £-35., :%:: ﬂEmﬂEmﬁEﬁ gE(r)a,dsgr = E(r)2arh.

Les trois surfaces formant (Z) sont: (Z

surface latérale.

Attention : on ne peut pas prendre comme surface de Gauss un cylindre infini !

Il y a deux cas :

- Sir>R:dg=0dS,donc O, =c27Rh=Ah.

) surface supérieure, (=

2

) surface inférieure et (Z,)

La charge intérieure peut s’exprimer en fonction de o mais aussi en fonction de 4 la

densité linéique de charge équivalente. On a donc : E =

- Sir<R:Q_ =0,donc E=0.

int

oR A

u =

2e,0 " 2meyr

0

Le champ n’est pas défini sur le cylindre a cause de la modélisation surfacique. Pour connaitre
le champ dans la surface, il faudrait changer d’approximation et considérer une approximation

volumique.

b) Calcul du potentiel électrostatique

La distribution est infinie. On ne peut donc pas choisir : V(oo)zO. Il faut bien lire 1’énoncé qui

indique ou choisir constante. Prenons V(R)=V,.
dV =-E-di =—E(r)i, -(drii, + rd0ii, + dzii. ) = —E (r)dr
La distribution est surfacique : le potentiel est continu en tout point de I’espace.
e Sir<R, Eza,donch=Oet V=cte=V,.
. oR . OR, r A
e Sir=R,dV=- dr . Onintegre entre Retr: V-V, =———In—=-——In
2g,r 26, R 2re,
E
A 4
- - v,
o | |
£, | |
‘ | |
| - I
R i’ R N7
¢) Interprétation physique
- Sir> R, le champ est le méme que celui créé par un fil illimité.
- Les résultats sont valables si on est loin des bords.
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- De part et d’autre de la distribution, » = R" et » = R, on a une discontinuité du champ électrostatique.

i 5 5O
On vérifie que : | E, —E, =—1n,_,|.
0

- On a un modé¢le limite. Il ne faut donc pas étre surpris d’avoir un potentiel qui tend vers I’infini quand »
tend 1’infini. Le modéle du cylindre infini n’est donc plus pertinent.

- Le champ diverge a partir des charges positives. Il est normal aux surfaces équipotentielles et dirigé
dans le sens des potentiels décroissants.

V1.4 Fil illimité uniformément chargé

On considere un fil illimité de densité linéique A uniforme.

AU B u,

- =~ -

f\_____—/| u,
h | _

I u,

| M, 5

’___-—--~\ 3

(\ P

a) Calcul du champ électrostatique

e Lesplans P= (M ,ﬁr,ﬁg) etQ= (M ,ﬁr,ﬁz) sont des plans de symétrie pour les charges, sources
du champ, donc E(M)e(PNQ), soit E // i, .

e La distribution D de charge est invariante par rotation d’angle € et par translation d’axe Oz,
donc E aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas de @ et z. Bilan : E=E (r)ﬁr.

e Théoreme de Gauss appliqué a la surface fermée (Z) : cylindre de hauteur / passant par M et de
. — 0 S W ep e L
rayonr: (PE-dSe ==== || E-dS+|| E-dS+|| E-dS = || E(r)u, -dSu, = E(r)27rh .
o[£ -20)

Les trois surfaces formant () sont: () surface supérieure, (,) surface inférieure et (Z,)

surface latérale.
Attention : on ne peut pas prendre comme surface de Gauss un cylindre infini !
Le point M est nécessairement a I’extérieur du fil : O, =4k .
Y/ -
ur
2me,r

Onadonc: E =

b) Calcul du potentiel électrostatique

La distribution est infinie. On ne peut donc pas choisir : ¥ (0)=0. Il faut bien lire I’énoncé qui
indique ou choisir la constante. Prenons V(R)=V,.
dV =-E-di =—E(r)i, -(drii, + rd6ii, + dzii, ) = —E (r)dr
dv =- 4 dr . On intégre entre Retr: V -V, =— A In—.
2re,r 2re, R
E 14
A A
V() - — —
I
|
|
I N
> R N7

¢) Interprétation physique

- dés qu’on rentre dans le fil, "approximation linéique n’est plus valable. Il faut considérer une
approximation surfacique ou volumique.

- Les résultats sont valables si on est loin des bords.
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- On a un modele limite. Il ne faut donc pas étre surpris d’avoir un potentiel qui tend vers 1’infini quand »
tend I’infini. Le mode¢le du fil infini n’est donc plus valable.

- Le champ diverge a partir des charges positives. Il est normal aux surfaces équipotentielles et dirigé
dans le sens des potentiels décroissants.

On considére une sphére de rayon R uniformément chargé en volume. On appelle p la densité volumique de

charges. Soit O la charge totale de la sphére. e—~_ i
7’ ~ 7

/  \

! \
I \
1 1

\ !

\ /

\ ’

AN 7/
A « . 7
a) Calcul du champ électrostatique ~—-=-

e Les plans P= (M ,ﬁ,,ﬁ(,) etQ= (M ,ﬁ,,ﬁw) sont des plans de symétrie pour les charges,
sources du champ, donc E(M)e(PNQ), soit E // i, .

e La distribution D de charge est invariante par rotations d’angle @ et ¢, donc E aussi. Ses

coordonnées ne dépendent pas de & et ¢ . Bilan : E=E (r)z? .

o Théoréme de Gauss appliqué a la surface fermée (X) : spheére passant par M et de rayon r.
o3 Q — — 2
E-dSe === E(r)u, -dSu, = E(r)47zr .
fpras. =g
Ily a deux cas :

- Sir>R:dg=pdr,donc Qm‘:pgﬁRS:Q.

3
Onadonc: E= pqu -9 ~U,
3e,r 4re,r
. 4 - ~
- Sir<R:Q, :pgﬂﬁ,donc E:ﬂur.
g

0

b) Calcul du potentiel électrostatique
La distribution est finie. Il faut donc choisir : V(oo) =0.

dV =-E-di =—E(r)i, -(drii, + rd6ii, + rsin Odgii, ) =—E (r)dr

La distribution est volumique : le potentiel est continu en tout point de ’espace.

. ~ R . ~ R’ .
° SerR,E:’D ~U, = Qzu,,donc dV:—’D ~dr=- der.Onlntégreentreooetr:
3g,r 4re,r 3g,r 4re,r
R’ R’
y(M)-v(e)=L2 —0=—2 0 Pourr=R,ona: ¥(r)=LE.
3g,r 4re,r 3e,

2 2
o Sir<R,dV=-LCdr Onintégreentre Retr: V(r)—V(R):—[p—r—&J.

& 6s, 6¢,

v(0)=V(R)- _PR)_ PR PR _ PR3
- 65, ) 35, 6g, 3e 2

0 0

SV (R)

V(R) ==
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¢) Interprétation physique

-Si r> R, le champ est le méme que celui créé par une charge ponctuelle.

- On peut faire une analogie avec la gravitation. Si on suppose la terre a symétrie sphérique, tout se passe
comme si le champ de gravitation créé par la terre était créé par une masse ponctuelle dés qu’on est a
I’extérieur de la terre.

- Le potentiel et le champ sont continus en tout point de 1I’espace. C’est normal car on a une distribution
volumique.

- Le champ diverge a partir des charges positives. Il est normal aux surfaces équipotentielles et dirigé
dans le sens des potentiels décroissants.

- Les surfaces équipotentielles sont des spheres de centre O. Les lignes de champ sont des droites qui
divergent a partir de O si O > 0. Les lignes de champ sont des droites qui convergent vers O si Q < 0.

On considére un plan infini z = 0 uniformément chargé en surface. On appelle o la densité surfacique de
charges.

u,
" surface S \zzzzz|

a) Calcul du champ électrostatique
e Lesplans P=(M,u i )etQ= (M ,ﬁy,ﬁz) sont des plans de symétrie pour les charges, sources

du champ, donc E(M)e(PNQ), soit E// ii,.

e La distribution D de charge est invariante par translation suivant u, et # , donc E aussi. Ses

coordonnées ne dépendent pas de x et . Bilan : | E = E (z)u.|

e Le planz =0 est un plan de symétrie. Le champ en M’ symétrique de M par rapport au plan z =0
est: E(M')= sym(E(M)) =—E(z)u,

T M E(M)=E(z)i

z

V(M'):V(M)l M’ E(M")=sym(E(M))=—E(z)i.

e Théoréme de Gauss appliqué a une surface fermée (2) : cylindre passant par M.

‘ On suppose z>0:

@E@ =Qg—0 = ﬂE& +[!E-Ezm +ij$3 = J;JE(Z)QZ -dSi, +J;:|-(—E(z))ﬁz (~dS)ii, =

o , = O -
Le charge intérieure vaut O, =oS,d’ou|z>0:E=—u

2¢,

z

P . = o -
On en déduit immédiatement le champ dans la régionz<0: £ =——u

2¢,

z

Remarque : 1l est indispensable de fermer la surface de Gauss par S,. On ne peut pas fermer par S,
car le champ n’est pas défini pour z = 0.

| "2,
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b) Calcul du potentiel électrostatique
La distribution est infinie. On ne peut pas choisir : V(oo) =0. On choisit par exemple V(z = 0) =V

0"

La distribution est surfacique : le potentiel est continu en tout point de ’espace.
dV =—E-dl =—E(z)i, - (dxii, +dyii, +dzii, ) = —E(z) dz

V
o o 1
e Danslarégionz>0: dV/ =———dz.Onintégreentre Oetz: V-V, =——:z
2¢, 2¢, Vs
. o o o s
e Danslarégionz>0: dVf =——dz.Onintegreentre Oetz: V -V, =—z 2
2¢, 2¢, / z
¢) Interprétation physique

- On peut étre surpris d’avoir un champ constant dans la région z > 0. C’est un modéle

fort qui est valable si on est loin des bords.

- Le champ diverge a partir des charges positives. Il est normal aux surfaces équipotentielles et dirigé
dans le sens des potentiels décroissants.

DDA
z>0 - {-1{-F-t-1-1 k-
planz=0
z<0 1"1rr-11-r-
TV VYVIVYVYT

surface ligne de champ
équipotentielle (traits pleins)
(traits pointillés)

- De part et d’autre de la distribution, z=0" etz=0", on a une discontinuité du champ électrostatique.

i 5 5O
On vérifie que : | E, —E, =—1n,_,|.

0
- On a une fonction impaire pour E, et une fonction paire pour V' : ¢’est normal puisque le plan z = 0 est
un plan de symétrie.

- Il est bon de connaitre par coeur le champ créé par un plan infini uniformément chargé en surface.

1 ..
_u7
2g, °
o -
i
i

On a une discontinuité égale a —. Le signe + et — peut se retrouver facilement sachant que le
0

champ diverge a partir des charges positives et converge vers les charges négatives.

« i i»
On veut étudier le champ dans «le plan infini ». Il faut changer d’approximation. On considére une
distribution volumique de charges situées entre les plans z = — a/2 et z = a/2.
On choisit arbitrairement /(0) = 0.

M ¥
oM o z
z
| -
> | =p==c=ccmeesecaan-- 2 - - - -

0 1 p Z, x
R
a) Relation entre la densité surfacique et la densité volumique de charges z

Pour faire le lien avec I’exercice précédent, on cherche une relation entre la densité surfacique de charges
du plan infini et la densité volumique de charges de la distribution volumique.
La méthode est de calculer la charge dg de deux maniéres : dg = odS = padS , d’ou .
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b) Propriétés du champ et du potentiel

e Lesplans P= (M ,ﬁx,ﬁz) etQ= (M ,ﬁy,u:) sont des plans de symétrie pour les charges, sources
du champ, donc E(M) € (Pﬁ Q) , soit E // u,.

e La distribution D de charge est invariante par translation suivant _ et u,, donc E et V aussi.

Ses coordonnées ne dépendent pas de x et y. Bilan : |E = E(z)i, |et|V =V (z)

e Le planz =0 est un plan de symétrie. Le champ en M’ symétrique de M par rapport au plan z =0
est: E(M')= sym(E(M)) =—E(z)u,

T M E(M)=E(z)i

z

V(M'):V(M)l M’ E(M")=sym(E(M))=—E(z)i.

e Considérons un point M appartenant au plan z = 0.
Les plans (M, i), (M,ﬁy,ﬁz) et (M,ﬁ‘,,ﬁy) sont des plans de symétrie, donc E(M)

appartient a leur intersection, donc E=0 pour z = 0|.

¢) Méthode 1 : Théoréme de Gauss
On suppose z > 0 : La surface de Gauss est un cylindre passant par M.

Z E-dSe = %—0 = LjE@ +g]§"~ﬁm +LjE-&m = J;jE(z)ﬁz -dS, +Q(—E(z))ﬁz (~dS).

On a donc : E-dS.. =2E(z)S
{f (2

o Siz>a/2, Q, = paS,onadonc =22
2¢,
. pz
e Si0<z<a/2, QA6 =p2zS,onadonc|E=—
gO
On en déduit le champ dans la région z < 0 par symétrie :
o Siz<-a2: =24
2¢,
z
o Si-al<z<0: g2l ez
g(] gO
En dehors du volume chargé, on retrouve les résultats du plan infini puisque o = pa .
Siz>al/2,ona E=2 etsiz<—a/2: E=-2
& 2¢,
En A

Q
~
[\

al2

-al2

v
N v

al2 z

La distribution est infinie. On ne peut pas choisir : V(oo) =0. On choisit

par exemple 7 (0)=0.
La distribution est volumique : le potentiel est continu en tout point de I’espace.
dV =—E-di =~E(z)i, - (dvii, + dyii, +dzii, ) = ~E(z)dz
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2
e Si—-a2 <z<a2: dv =-£24z . On intégre entre 0 et z : y=-Lz
gO 80
2

pa
8¢

0

puisque V' (0)=0. Le
. a
potentiel vaut en a/2 : V(Ej =—

e Siz>a2:dV =-P% 4z On intégre entre a/2 etz : dV =P g

2¢, 2¢,
2
e Danslarégionz>a/2: dV = _ P9 4 On intégre entre O etz : V' — _pa|__pa (z—ij .
2¢, 8¢, 2¢, 2
2
Soit ¥ =P P
2g, 8¢

0 0

2 2
palil oo _per po
2¢ 8¢ 2¢ 8¢

0 0 0

e Dans larégion z<—a/2 : La fonction est paire, donc V' =—

0

d) Méthode 2: Théoréme de superposition
e  On utilise le théoréme de superposition. La distribution volumique D comprise entre les plans z
=—a/2 et z = a/2 est la méme que la superposition de plaques de méme densité volumique et
d’épaisseur dz.

p
0 o
—ii_
2¢,

e Il faut connaitre par cceur le champ créé par un plan infini uniformément

chargé en surface.

o -
En calculant la charge par deux méthodes, on a dg = ¢dS = pdzdS , soit l T
o = pdz. On en déduit le champ créé par la distribution volumique de

charges d’épaisseur dz.

e
2¢,
p wdz
_pdz i
2¢, °
e Il reste a appliquer le théoréme de superposition pour calculer le champ créé par D.
- Siz=>a/2,tous les plans sont au dessous du point M. Onadonc: E = J‘Z P -pa
528, 2¢,
. . 5 pdz
- Siz<-a/2, tous les plans sont au dessus du point M. On adonc : E = .[2 —g— = _;o_a .
72 80 80

- Si—a/2 £z <a/2, les plans situés entre —a/2 et z sont au dessous du point M alors que les
plans situés entre z et a/2 sont en dessus du point M. On en déduit :
c pdz j%_& _pz
- 2¢g,

- a
- 2¢, &
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